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Общая характеристика работы 
Цель и задачи работы. Рассмотрим уравнение Хоффа 1 
(>. - Лo)ut + иtzz = аи+ {3и3 , (1) 
моделирующее выпучивание двутавровой балки, находящейся 
под постоянной нагрузкой. Функция и= и(х, t) показывает от­
клонение балки от вертикали, параметры >., Ло Е IR+ характе­
ризуют нагрузку, а, f3 Е JR, где а · f3 > О - свойства материала. 
Нас интересуют следующие задачи. 
I. Пусть !1 С !Rn , п Е N - ограниченная область с границей 
8!1 класса С00 . В цилиндре !1 х IR рассмотрим уравнения 
(>. - Лo)Ut + Лut =аи, 
(>. - Ло)иt + Лut = аи+ f3u 3 , 
(2) 
(3) 
и = и ( х, t), ( х, t) Е П х IR; с однородными граничными условиями 
Дирихле 
и(х, t) = О, (х, t) Е дП х IR. (4) 
П. Пусть G - конечный связный ориентированный граф, 
G = G('U, <Е), где 'U = {Vi} - множество вершин, а <Е = {Ei} -
множество ребер, причем каждое ребро Е3 имеет длину l3 Е IR+ 
и площадь поперечного сечения d3 Е IR+ . На графе G рассмот­
рим уравнения 
(>. - Лo)Ujt + Ujtzz = ctUj, (5) 
(>. - Лo)Ujt + Ujtzz = ctUj + /Зи~, (6) 
Uj = щ(х, t), (х, t) = (О, l3) х IR. В вершинах: 'U графа G заданы 
условия 
Uj(O, t) = иk(О, t) = иm(lm, t) = иn(ln, t), 
Е3, Ek Е E 0 (Vi), Em, En Е E"'(Vi), 




Нашей целью является исследование устойчивости нулево­
го решения уравнений (2), (3), (5), (6). Для достижения постав­
ленной цели необходимо было решить следующие задачи: 
1 Ho/J, N.J. Creep buckling // Aeronautic.- Quarterly 7.- 1956.- № 1.-
Р.1-20. 
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1. Найти условия, при которых нулевое решение уравнений 
Хоффа устойчиво. 
2. Найти условия, при которых нулевое решение уравнений 
Хоффа асимптотически устойчиво. 
3. Разработать алгоритм численного исследования неустой­
чивости нулевого решения уравнений Хоффа. 
4. На основе данного алгоритма спроектировать и реали­
зовать программный комплекс, использующий предложенные 
методы. 
5. Провести вычислительные эксперименты для анализа эф­
фективности предложенного подхода. 
Качественное исследование задач (2), (4) ((3), (4)); (5), (7), 
(8) ((6)-(8)) облегчается тем обстоятельством, что они в подхо­
дящим образом подобранных банаховых пространствах U и J 
редуцируются к задаче Коши 




Lu = Ми+N(и) (11) 
уравнений соболевского типа. 
Актуальность темы. Результаты диссертации находятся 
на стыке трех областей математического знания - теории урав­
нений соболевского типа, теории устойчивости по Ляпунову и 
теории дифференциальных уравнений на геометрических гра­
фах. 
Впервые уравнения, неразрешенные относительно старшей 
производной2 (10), (11), появились в работе А. Пуанкаре в 1885 
году. Систематическое их изучение началось с работ С.Л. Собо­
лева, выполненных в 40-х годах прошлого столетия. С тех пор 
возникла традиция эти уравнения называть уравнениями со­
болевского типа. Данная диссертация лежит в русле научного 
направления, развиваемого Г.А. Свиридюком и его учениками. 
Главным здесь является нахождение и изучение фазовых про­
странств уравнений соболевского типа. 
2 Демuден~о Г. В., Усnенс~й С.В. Уравнения н системы, не разрешен-
ные относительно старшей .""~.--_·г;·- ... (:а:>А]~'!•-.·~""",.:" .... с:~...,.~:\:--. ;: __ ""д:У-• кн., 1998. 
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Основы теории устойчивости были заложены А.М. Ляпуновым3 
в 1892 г. Исследованиями устойчивости уравнений соболевскоrо 
типа с точки зрения инвариантных многообразий и дихотомий 
решений занимались Г.А . Свиридюк, А.В Келлер, 0.Г. Китаева, 
С.А. Загребина, В.Е. Федоров, М.А. Сагадеева, Т.Г. Сукачева. 
Уравнение Хоффа на отрезке первым начали изучать Н.А. Си­
доров, М.В. Фалалеев и О.А. Романова. Уравнение Хоффа на 
графе впервые исследовали Г.А. Свиридюк и В.В. Шеметова. 
Актуальность темы диссертации заключается в качествен­
ном и численном исследовании моделей Хоффа, адекватных 
следующим прикладным задачам. Первая - изучение устой­
чивости и неустойчивости процесса выпучивания двутавровой 
балки , а вторая - изучение устойчивости и неустойчивости про­
цесса вьmучивания конструкции из двутавровых балок . 
Методы исследования. Основными методами данного ис­
следования являются метод фазового пространства и второй 
метод Ляпунова. Кроме того, в основе численных эксперимен­
тов лежит метод Галеркина. 
Научная новизна работы заключается в следующем: 
1. Предложен метод исследования устойчивости и асимпто­
тической устойчивости нулевого решения в моделях Хоффа, ба­
зирующийся на втором методе Ляпунова. 
2. Разработан новый алгоритм исследования неустойчивости 
решения уравнений Хоффа в окрестности точки нуль. 
3. Выполнена реализация алгоритма исследования неустой­
чивости нулевого решения уравнений Хоффа в виде программ­
ного комплекса для персональных компьютеров. 
Теоретическая значимость работы состоит в том, что в 
ней сформулированы и доказаны достаточные условия устой­
чивости и асимптотической устойчивости линейных и полули­
нейных уравнений Хоффа, заданных в ограниченной области и 
на конечном связном ориентированном графе. 
Практическая значимость работы заключается в том, 
что предложенный программный комплекс может использовать­
ся для иллюстрации неустойчивости нулевого решения в моде­
лях Хоффа. 
Апробация работы. Результаты, изложенные в диссерта­
ции, были представлены на Международной конференции •диф­
ференциальные уравнения и смежные проблемы• (г. Стерлита-
3 ЛАnунов, А.М. Общая задача об устойчивости движения. - М.-Л.: 
Гостехиздат, 1950. 
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мак, 2008), Десятом Всероссийском симпозиуме по прикладной 
и промышленной математике (г. Санкт-Петербург, 2009), Воро­
нежской зимней математической школе С.Г. Крейна (г. Воро­
неж, 2010), Международной конференции по дифференциаль­
ным уравнениям и динамическим системам (г. Суздаль, 2010). 
Кроме того, результаты неоднократно докладывались на се­
минаре по уравнениям соболевского типа профессора Г.А. Сви­
ридюка в Южно-Уральском государственном университете (г. Че­
лябинск); семинарах кафедры математического анализа (руко­
водитель - доцент Т.К. Плышевская) и кафедры приклад­
ной математики и вычислительной техники (руководитель -
профессор С.И. Кадченко) в Магнитогорском государственном 
университете; а также семинаре «Избранные вопросы матема­
тического анализа»в Институте математики им. С.Л. Соболева 
Сибирского отделения РАН (г. Новосибирск). 
Публикации. Основные результаты диссертации опубли­
кованы в 11 работах, причем статьи [lj-[ЗJ - в изданиях, вклю­
ченных в перечень ВАК. Кроме того, имеется свидетельство о 
регистрации программы [4J, посредством которой проводились 
численные эксперименты. В совместных работах научному ру­
ководителю принадлежит постановка задач. 
Структура и объем работы. Диссертация состоит из вве­
дения, трех глав и списка литературы. Объем диссертации состав­
ляет 96 страниц. Библиография содержит 96 наименований работ 
отечественных и зарубежных авторов, включая работы автора. 
Краткое содержание диссертации 
Во введении обосновывается актуальность темы исследо­
вания, определяется цель работы, дается обзор литературы по 
исследуемой проблематике. В заключение введения автор вы­
ражает благодарность своему научному руководителю доценту 
С.А. Загребиной, заведующему кафедрой уравнений математи­
ческой физики проф. Г.А. Свиридюку, коллективам кафедр ма­
тематического анализа МаГУ и уравнений математичексой фи­
зики ЮУрГУ, а также своей семье: дедушке Лаврентию Кузь­
мичу, маме Инне Лаврентьевне, брату Лаврентию Олеговичу и 
мужу Илье Сергеевичу. 
Первая глава состоит из шести параграфов и носит пропе­
девтический характер. Она содержит формулировки теорем и 
определений, которые используются для получения основных 
результатов диссертации. В первом параграфе представлены 
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основные факты теории относительно р-ограниченных опера­
торов. Во втором - вводятся определения решения, фазового 
пространства, аналитических разрешающих групп операторов, 
а также теорема о существовании аналитических разрешающих 
групп операторов для уравнений вида (10). В третьем парагра­
фе приводятся основные факты теории гладких банаховых мно­
гообразий и векторных полей на них. В четвертом параграфе 
представлена стандартная сводка основных результатов теории 
функциональных пространств и дифференциальных операто­
ров. Шестой параграф посвящен теории устойчивости в тер­
минах потока и функций Ляпунова. Проводится доказатель­
ство второй теоремы Ляпунова, модифицированной для случая 
неполных банаховых пространств. 
Теорема 1. Пусть и - стационарна.я то-чка потока S на 
11. Если длл потока S существует функцu.я ЛJ1.nунова така.я, 
-что 
{i) V(и) =О; 
{ii) V(v) ~ ip(llv - иll); 
где <р - строго возрастающая неnрерывнаА функциА така.я, 
-что <р(О) = О и <p(r) > О при r Е Jl4, то то-чка и устой-чи­
ва. 
(iii} Выполнены услов1.1.J1. (i) и {ii} и существует строго воз­
растающа.я непрерывна.я функциА ф такая, -что ф(О) = О и 
ф(r) >О при r Е IR+, при-чем V(v) ~ -Ф(llv - иll), тогда то-чка 
и асимптоти-чески устой-чива. 
Вторая глава посвящена моделям Хоффа в области. Она 
состоит из трех параграфов. В п. 2.1 рассмотрена задача 
для уравнения 
и(х, О) = ио(х), х Е П, 
и(х, t) = О, (х, t) Е дf1 х IR, 




Чтобы редуцировать задачу (12)-(14) к задаче (9), (10) возьмем 
пространства 11 = L2, J = w2- 1 (все пространства определены в 
области П). Операторы L и М определим следующим образом: 
{Lи,v) = / (ижvж + (.>. - Ло)иv)dх, Vu,v EW~, 
n 
(Ми,v) =-а/ иvdx, Vи,v Е L 2 , 
n 
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где< ·, · > - скалярное произведение в L2. 
Теорема 2. (i) При всех Ло, а Е 114 и Л Е [О, Ло) фазов'Ы.м 
пространством зада'Ч.и {12}-(Ц} служит пространство L2. 
(ii) При всех Л0 , а Е 114 и Л = Ло фазовым пространством 
зада'Ч.и {12}-(Ц) служит подпространствоti.1 ={и Е L2 :<и, <р >=О}. 
Доказано, что на 1+J существует поток S, определяемый фор­
мулой 
S(t, и}= -. (µL - М} 1 Lueµ.tdµ, 1 1 -
27Г~ '( t Е IR, 
где замкнутый контур 'У ограничивает L-спектр uL(M) операто­
ра М, а точка нуль является стационарной точкой этого потока. 
Если Л < Л0 , тогда функцию Ляпунова определим как 
V(u) =/<и~+ (Л - Ло)и2 }dх, 
f2 
V(и) = Л llull2 и V(O) =О. Поэтому, в силу теоремы 1, точка нуль 
• 2 устойчива по Ляпунову, а в силу V(и) = -2а llиll получаем 
асимптотическую устойчивость точки нуль. 
Если Л = Л0 , то введем в пространстве 111 норму llull 1 , эк­
вивалентную норме из L 2 . В силу теорем вложения Соболева 
llull 1 ~с llull, где с Е 114 - константа вложения. Зададим функ­
цию Ляпунова как 
V(и} = llиll. 
Таким образом, получим устойчивость и асимптотическую устой­
чивость точки нуль. Следовательно, доказана 
Теорема 3. Пусть Л Е (О, Л0], тогда при любом а Е {О} U 
114 нулевое решение зада'Ч.и (12)-(14) асимптоти'Ч.ески устой­
чиво. 
В п. 2.2 рассматривается задача (12}, (13} для уравнения 
(Л - Ло}иt + диt =аи+ {Jи3 . (15} 
Для редукции задачи (12), (13), (15} к задаче (9), (11), вво­
дятся в рассмотрение пространства U = L 4 , 3' = w2- 1 (все про­
странства определены в области П); и операторы 
(Аи,v) = jС\7и, V'v}dx, Vи,v EW~, 
f2 
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L = А - (Л - .ХО), 
(Mu,v) =-а/ uvdx, Vu,v Е L2, 
Q 
(N(и), v) = -/3 / и3vdx Vи, v Е L4-
Q 
Теорема 4. (i) Пусть Л Е lR \ {Лk}, тогаа при любt~tх п Е 
{1,2,3,4} и а,/3 Е lR таких, -что а/3 Е lR+ фазовым простран­
ством уравнения {15} служит все пространство U. 
(ii) Пусть Л Е {Лk}, тогаа при любых п Е {1,2,3,4} и 
а, {3 Е lR таких, -что а{З Е lR+ фазовым пространством уравне­
ния ( 15) служит простое банахово С00 -многообразие 9Л моде­
лируемое подпространством U 1 ={и Е U: (и,<рk) =О, Л = Лk}· 
Пусть Л Е (О; Л0 ), Л0 Е lR+. В этом случае определим функ­
цию Ляпунова как 
V(и) = J (и;+ (Л - Ло)и2 )dх. 
(! 
V(и) = (Л-Ло) llи/1 2 и V(O) =О. Поэтому, в силу теоремы 1 точка 
. 4 нуль устойчива по Ляпунову. В силу V(и) = -{31/иl/ получим 
асимптотическую устойчивость точки нуль. 
При Л = Л0 зададим функцию Ляпунова как V(и) = /lиll · 
Здесь llи/1- норма, эквивалентная норме из L 4 • В силу теоремы 
1 получаем устойчивость точки нуль. 
Теорема 5. {i) Пусть п Е {1,2,3,4} и Л Е (О,Ло), тогаа 
при любых а, {3 Е lR таких, -что а{З Е lR+ нулевое решение 
уравнения {15) асимптоти-чески устой-чиво. 
{ii) Пусть n Е {1, 2, 3, 4} и Л = Л0 , тогда при любых а, {3 Е JR 
таких, -что а/3 Е lR+ нулевое решение уравнен и.я ( 15) устой-чиво. 
Пункт 2.3 содержит описание алгоритма программы, раз­
работанной в вычислительной среде Maple, которая, опираясь 
на метод Галеркина, позволяет иллюстрировать неустойчивость 
нулевого решения задачи (12), (13), (15) и строит графические 
изображения этого решения при различных значениях парамет­
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Рис. 1. Неустойчивость решения в окрестности точки нудь 
nри а= 3, /3 = 2, Л = 6, Ло = 5 
Третья глава посвящена моделям Хоффа на конечном связ­
ном ориентированном графе. Она состоит из трех параграфов. 
В п. 3.1 рассмотрено уравнение 
(Л - Лo)Ujt + Щtжж = CXUj (16) 
с условиями 
Uj(O, t) = Uk(O, t) = Um(lm, t) = Un(ln, t), 
EJ, Ek Е E°'(Vi), Em, En Е E""(Vi), (17) 
(18) 
E;EE0 (V;) 
Редуцируем задачу (16)-(18) к задаче (9), (10). Введем в 
рассмотрение множество 
со скалярным произведением и нормой соответственно 
(о, h) = L:: dj 1'; 9jhjdx и 11011 2 = L:: dj 11; gJdx. 
E;EI! О E;EI! О 
Введем еще банахово пространство 
U ={и= (u1,u2, ... ,щ, . . . ) : щ Е WJ(O,lj), причем выполнено (17)} 
с нормой 
llиll~ = L d; , (и]ж + и])dх. 11· Е;ЕС:. О 
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Построим операторы 
< Lи,v >= L d; , (ЩжVjж + (>.- Ло)щv;)dх, 1!· Е; Е!! О 
< Ми,v >=-а< и,v >, 
где и, v Е 11. 
Теорема 6. {i) При всех >.0 , а Е IR+ и >. Е [О, >.0 ) фазовым 
пространством~ задачи {16)-(18) с.лужит пространство 11. 
{ii) При всех Ло, а Е IR+ и>.= >.0 фазовым пространством~ 
зада-ч.и {16)-(18) с.лужит подпространство111 ={и Е 11 :<и, <р >=О}. 





. f (µL - М)- 1 Lиeµtdµ, t Е IR, 
1rz "'1 
где замкнутый контур 'У ограничивает L-спектр aL(M) опера­
тора М. Очевидно, точка нуль является стационарной точкой 
этого потока. 
Пусть сначала>. Е [О; >.0 ), >.0 Е IR+. В этом случае функцию 
Ляпунова определим следующим образом: 
V(и) = L d; 1!; (иJж + (>. - Ло)иJ)dх. 
Е;Е!С. О 
Очевидно, V(и) ~ (>. - Ло) llиll 2 и V(O) = О, поэтому в силу 
теоремы 1 точка нуль устойчива. Кроме того, 
V(и) = -2а llиll 2 , 
что в силу теоремы 1 означает асимптотическую устойчивость 
точки нуль. 
При >. = Ло фазовым пространством за,цачи (16)-(18) слу­
жит подпространство 111 с нормой 
llиll~ = L d; , иJdx, 11· Е;Е!С. О 
За,ца,цим функцию Ляпунова V(и) = llиll~. Отсюда получаем 
устойчивость точки нуль. Аналогично предыдущим рассужде­
ниям получаем асимптотическую устойчивость точки нуль. 
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Теорема 7. При всех а, Л0 Е IR+ и Л Е [О, Ло] стационар­
ная точка нуль задачи (16)-(18} является асимптотически 
устойчивой. 
В п. 3.2. рассмотрено уравнение 
(Л - Лo)Ujt + Ujtxx = O:Uj + fЗиJ (19) 
с условиями (17)-(18). 
Возьмем ,\0 Е JR+ и построим оператор А : U ~ ~ 
(Аи, v) = L dj , (UjxVjx + ЛoUjVj)dx, и, v Е U. 11 E;Ei!. О 
Далее, возьмем Л, о: Е IR и построим операторы L = А - Л, 
М = -о:][, где ][ в данном случае есть оператор вложения 
][:U~~-
Введем в рассмотрение банаховы пространства 
L4(G) = {9 = (91, 92, ... , 9j, .. . ) : 9j Е L4(0, lj)}, 
L ~ ( G) = { h = ( h 1 , h2, ... , hj, ... ) : hj Е L ~(О, l j)}. з з 
Возьмем /3 Е IR и построим оператор N: L4 (G) ~ L~ (G) з 
l; 
(N(и), v) = -/3 L dj / иJv;dx, dx, и, v Е L4 (G). 
E;Ei!. о 
Теорема 8. (i) При любых о:, /3 Е IR таких, что о:fЗ Е JR+ 
и Л Е IR \ { Лk} пространство U является фазовым простран­
ством зада-чи (17)-(19}. 
(ii} При любых о:, /3 Е IR, о:/3 Е JR+, Л Е {Лk}, фазовым про­
странством задачи (17)-(19} являете.я множество 
9Л ={и Е U: о: (и,<рk) + /3 (и3 ,<рk) =О, Лk = Л}. 
Если о:, /3 Е IR и Л Е IR\ { Лk }, то в силу теоремы 8 задача (17)-
(19) задает поток на банаховом пространстве U. Если о:, /3 Е IR, 
о:/3 Е IR+ и Л Е {Лk}, то задача (17)-(19) задает поток на простом 
банаховом С00-многообразии 9Л. 
Пусть Л Е [О, Ло). Определив функцию Ляпунова как 
rl· V(и) = L dj Jn, (иJх + (Ло - Л)иJ)dх, 
E;Ei!. о 
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мы сразу получим вьmолнение условия (i) теоремы 1. В силу 
непрерывности вложения U ч L 4 (G) мы имеем V(u) ~ (cl/ull) 2 , 
где с Е IR+ - константа вложения. Таким образом, условие (ii) 
тоже выполнено. Наконец заметим, что в силу эквивалентности 
. 4 нормы в L 4 (G) имеем V(u) ~ -2,8 (с1 JJuJJ) , что показывает 
выполнение условия (iii). 
В случае Л = Ло определим функцию Ляпунова как 
rl· 
V(u) = L dj Jn 'u~jxdx. 
Е;Е~ О 
Условие (i) теоремы 1 выполнено. Кроме того, v1/ 2 определя­
ет норму на U1 , эквивалентную индуцированной из U. Значит, 
V(u) ~ (cJJuJJ) 2 в силу теоремы вложения. Отсюда справедлива 
Теорема 9. (i) При любых а:, .В Е IR таких, -ч.то а:,8 Е IR+ и 
Л Е [О, Л0 ) нулевое решение зада'Чи {17)-(19) асимnтоmи'Чески 
устой-ч.иво. 
(ii) При любых а:, .В Е IR таких, -ч.то а:,8 Е IR+ и Л = Л0 
нулевое решение зада-ч.и (17)-(19) устой-ч.иво. 
Пункт 3.3 содержит описание программы, разработанной в 
вычислительной среде Maple, которая позволяет иллюстриро­
вать неустойчивость нулевого реПiения первого приближения 
задачи (17)-(19) и строит графическое изображение этого ре­
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Рис. 2. Неустоii:ч.ивость решени.я в окрестности точки нуль 
nри а= 5,/3 = 2,>. = 6,>.о = 5 
Результаты, выносимые на защиту: 
1. Найдены условия, при которых нулевое реПiение уравне­
ний Хоффа устойчиво. 
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2. Найдены условия, при которых нулевое решение уравне­
ний Хоффа асимптотически устойчиво. 
3. Разработан алгоритм численного исследования неустой­
чивости нулевого решения уравнений Хоффа. 
4. Спроектирован и реализован программный комплекс для 
иллюстрации неустойчивости нулевого решения уравнений Хоффа. 
5. Проведены вычислительные эксперименты, подтвержда­
ющие эффективность предложенных алгоритмов, методов и под­
ходов. 
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